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cristales fotónicos 1D y 2D
Camilo Antonio Restrepo Bentancor
Universidad Nacional de Colombia




Estudio de las propiedades ópticas de
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El presente estudio se enmarca en el trabajo del Grupo de Óptica e Información Cuántica
(GOIC), de la Universidad Nacional de Colombia. En particular, se estudian las relaciones
de dispersión fotónicas para varios tipos de cristales fotónicos y luego estas se analizan. Tam-
bién se encuentran las redes de Bravais para estos cristales. Primeramente, se muestran los
conceptos básicos de electrodinámica, f́ısica del estado sólido y mecánica cuántica, necesa-
rios para entender el funcionamiento de los cristales fotónicos. Luego de que se hace esto,
se procede en el caṕıtulo dos, a mostrar los resultados del trabajo, es decir, se muestran
las relaciones de dispersión fotónicas de cada cristal. Estas gráficas se obtienen usando el
método de ondas planas. Finalmente, en el caṕıtulo tres se observan los resultados de todo
el trabajo.
Palabras clave: cristal fotónico, relación de dispersión, campo eléctrico, campo magnéti-
co.
Abstract
The present study is framed in the work carried out by GOIC(Optics and Quantum Infor-
mation Group), of Universidad Nacional de Colombia. In particular, the photonic dispersion
relations for different photonic crystals are studied and analized. The Bravais lattice for each
of these crystals is also found. First of all, the basic concepts of electrodynamics, solid state
physics and quantum mechanics are shown, considering that they are necessary to unders-
tand the way photonic crystals work. After this has been done, in chapter two the results of
this study are shown, that is to say, the dispersion relations for each photonic crystal. These
graphs are obtained using the plane wave method to express the fields of elecromagnetic
waves. Finally, in chapter three the results of the whole study are observed.




Lista de figuras III
INTRODUCCIÓN 3
1 Caṕıtulo uno: Marco teórico 5
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1-1. Gráficas de frecuencia vs vector de onda en: a) cristal con constante dieléctrica
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ca en el que el color indica variación de constante dieléctrica y los intervalos
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borada con el programa Paint. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
2-11.Relación de dispersión fotónica para el cristal cuya constante dieléctrica vaŕıa
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INTRODUCCIÓN
Este estudio tiene como motivación la creciente búsqueda de materiales que provean una
mayor rapidez a los circuitos electrónicos y también en la búsqueda de una alternativa para
las formas actuales de conducción de la luz, es decir, como una alternativa a la fibra óptica,
siendo éste un campo de estudio muy prometedor para tecnoloǵıas futuras. Se lleva a cabo
ésto revisando ciertas geometŕıas de cristales fotónicos[1].
Un cristal fotónico es un arreglo periódico, tal como se concibe un cristal tradicional en la
f́ısica del estado sólido, pero que permite controlar el flujo de la radiación electromagnética
basándose en la reflexión de Bragg (diferencia clave con la fibra óptica) y debe este control de
la radiación electromagnética a la periodicidad de la constante dieléctrica de los materiales
que lo componen[1, 2].
Se podŕıa hacer la pregunta de por qué merece atención el estudio de los cristales fotónicos,
ya que un conductor metálico refleja la radiación electromagnética no visible perfectamen-
te[3]. En los conductores metálicos la radiación electromagnética visible es disipada, por
el contrario en los cristales fotónicos la radiación visible es conducida prácticamente sin
pérdidas[1].
Los cristales fotónicos son elementos promisorios por su uso en los circuitos electrónicos,
computadores y en las telecomunicaciones. Se cree que romperán las barreras de velocidad
que tienen los “chips” actuales[1].
Debido a que el funcionamiento de los cristales fotónicos se basa en un principio diferente a la
reflexión interna total, los cristales fotónicos pueden conducir la radiación electromagnética
por partes angulosas prácticamente sin perdidas, evitando aśı lo que le ocurre a la fibra
óptica en la conducción de la luz; cualquier rompimiento de la simetŕıa traslacional de ésta
hace que parte de la enerǵıa que transporta la onda electromagnética se pierda[1].
El estudio de los cristales fotónicos, que son parte del campo de estudio de la fotónica se
apoya en temas de electrodinámica como ondas electromagnéticas y ecuaciones de Maxwell,
y temas de la f́ısica del estado sólido como la periodicidad de un cristal, red real y red
rećıproca[2, 3].
En el presente trabajo se estudian las propiedades ópticas de varios cristales fotónicos. Se
tienen varios cristales unidimensionales y bidimensionales de interés para los cuales se ob-
tienen las relaciones de dispersión fotónicas, es decir las gráficas de frecuencia versus vector
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de onda para los fotones. También, se exponen los conceptos importantes y necesarios para
entender el funcionamiento de los cristales fotónicos, como su definición, una breve introduc-
ción a los conceptos básicos de la f́ısica del estado sólido y nociones de la evolución histórica
de dichos conceptos. También se hará una descripción del método usado en la tesis para
calcular bandas fotónicas, conocido como expansión en ondas planas y se proporcionará al
lector el marco teórico necesario[4].Esto se hará en el caṕıtulo uno.
Los resultados del análisis de los cristales fotónicos de interés para el trabajo, se presentan
en el caṕıtulo dos. Finalmente, en el caṕıtulo tres se muestran las conclusiones del trabajo.
Ahora, habiendo expuesto la motivación del estudio de los cristales fotónicos, se muestran
los cristales a analizar: el primer cristal que se contempla es el que tiene dos medios de
distinta constante dieléctrica y diferente ancho; el segundo es el cristal de tres eslabones con
diferente constante dieléctrica e igual ancho; el tercero se caracteriza porque su constante
dieléctrica vaŕıa linealmente y el cuarto es el cristal en el que su constante dieléctrica vaŕıa
sinusoidalmente; por último, se estudiará el caso del cristal diente de sierra.
1 Caṕıtulo uno: Marco teórico
1.1. ¿Qué es un cristal fotónico?
Un cristal fotónico es un arreglo compuesto por dos o más medios de diferente constante
dieléctrica dispuestos de forma periódica, que permiten controlar la reflexión y/o propagación
de la radiación electromagnética en un intervalo de frecuencias determinado[1, 5].
El pionero en el estudio de lo que cien años más tarde se definiŕıa como cristal fotónico
fue Lord Rayleigh, quien en 1887 explicó cómo se reflejaban ondas electromagnéticas en las
interfaces de dos medios con distinta constante dieléctrica. Lord Rayleigh concluyó que los
cristales formados por un arreglo periódico de medios con diferente constante dieléctrica son
buenos reflectores de luz con longitudes de onda seleccionadas de acuerdo al tamaño de sus
eslabones[1].
Debido a la periodicidad y al contraste en la constante dieléctrica de los materiales que
forman el cristal, puede ocurrir la apertura de una brecha o “gap” de frecuencias prohibidas
en la cual las ondas electromagnéticas que tienen una frecuencia en ese rango no pueden
propagarse en el cristal[6]. Un aspecto importante a considerar: se asume que en el rango
de frecuencias de interés, las constantes dieléctricas de los materiales que forman el cristal
fotónico no dependen de la frecuencia de la onda incidente. El hecho de que se abra una
brecha o ”gap”para la radiación electromagnética en determinado rango de frecuencias hace
que los cristales fotónicos sean buenos reflectores para las ondas en ese rango. Esta brecha
es análoga a la brecha de enerǵıa para electrones que se determina en la teoŕıa de bandas
del estado sólido; considerando que en los cristales fotónicos se hace referencia a fotones y
no a electrones, y también se hace referencia a materiales dieléctricos y no al potencial de
los núcleos[2].
En un cristal monodimensional, la brecha se abre tan pronto como hay diferencia de cons-
tante dieléctrica de los medios que lo componen[1]. La figura (1a) muestra la relación de
dispersión fotónica para un cristal con igual constante dieléctrica en todo su volúmen, y se
observa que todos los vectores de onda de la radiación, tienen frecuencias permitidas. Por el
contrario, en la figura (1b) para un pequeño intervalo de frecuencia no hay un vector de onda
correspondiente, y como consecuencia, las ondas electromagnéticas cuyas frecuencias caen
en estos intervalos no se pueden propagar en el cristal (i.e. son reflejadas). En la figura (1c)
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Figura 1-1: Gráficas de frecuencia vs vector de onda en: a) cristal con constante dieléctrica
homogéneo. b) cristal fotónico con dos medios de distinta constante dieléctrica.
c) cristal fotónico con dos medios de distinta constante dieléctrica y mayor
contraste ∈1 / ∈2 que el cristal de la gráfica 1b. Elaborada con el programa
Python.
se ve una brecha más grande que la mostrada en la figura (1b), esto se debe al incremento
del contraste de las constantes dieléctricas ε1/ε2.
Ahora, para entender el funcionamiento del cristal fotónico, se analizarán las generalidades
de la teoŕıa de la f́ısica del estado sólido aplicadas a los cristales tradicionales. Un cristal
tradicional es descrito por la periodicidad de los átomos o moléculas que lo componen, y
debido a esto surge el concepto de red real o red de Bravais, la cual representa a través de
puntos la ubicación y la repetición de la base o motivo del cristal, consistiendo la base o
motivo en los átomos o moléculas que asociados a cada punto ofrecen el patrón de repetición
del cristal[2]. Parándose en un punto de la red y considerando un vector del tipo
−→
T =
l−→a 1 + m−→a 2 + n−→a 3 en el que haciendo una selección arbitraria de números enteros l,m, n
reproduce todos y cada uno de los puntos de la red, a los vectores −→a 1,−→a 2,−→a 3 se les denomina
vectores primitivos de la red real, los cuales determinan lo que se llama celda unitaria del
cristal, con el mı́nimo volúmen posible. Estos vectores primitivos deben ser linealmente
independientes pero no necesariamente ortogonales. En conclusión, los puntos de la red de
Bravais más los átomos o moléculas asociados, forman la estructura cristalina[2].
Los cristales fotónicos no se caracterizan por la periodicidad de sus átomos o moléculas como
ocurre en los cristales tradicionales[2], sino por la periodicidad de su constante dieléctrica,
estableciéndose aśı los vectores de la red real para un cristal fotónico, como los vectores
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que mediante una selección arbitraria de números enteros l,m, n reproducen la posición de
la base o motivo, siendo este motivo en el caso del cristal fotónico el conjunto de medios
con diferente constante dieléctrica en el que quedan representadas todas y cada una de las
diferentes constantes dieléctricas.
Usando la analoǵıa con el caso electrónico, se tiene que cuando se satisface la condición
de Bragg en el cristal fotónico (se requiere que la longitud de onda de la luz incidente sea
del orden de magnitud del eslabón del cristal fotónico), la onda incidente se ve difractada,
explicándose esto por la formación de ondas estacionarias en el cristal fotónico[5, 7].
Estas ondas estacionarias se forman a partir de las ondas móviles exp(±iπx/d), una que viaja
hacia la derecha y otra que viaja hacia la izquierda, siendo x la dirección de propagación de
la onda y d la constante de red del cristal. Estas ondas móviles generan una perturbación
independiente del tiempo, es decir, una onda estacionaria[8]. Al satisfacerse la condición de
Bragg, 2k · G = G2, se puede entender la difracción interpretándola como la formación de
estas ondas estacionarias en el cristal fotónico[2, 8].
ψ(+) = exp(iπx/d) + exp(−iπx/d) = 2 cos(πx/d)
ψ(−) = exp(iπx/d)− exp(−iπx/d) = 2i sin(πx/d),
El oŕıgen de la banda de frecuencias prohibidas tanto en el caso fotónico como en el electróni-
co tiene que ver con estas ondas estacionarias. La primer onda estacionaria mostrada, ha-
blando del caso electrónico, tiene una densidad de carga ρ = |ψ(+)|2 ∝ cos2(π ∗ x/d) pro-
porcional al coseno. La segunda onda estacionaria mostrada tiene una densidad de carga
ρ = |ψ(+)|2 ∝ sin2(π ∗ x/d) proporcional al seno[1, 2]. Estas dos ondas, como se deduce
fácilmente de la densidad de carga, concentran sus electrones en sitios diferentes, por lo cual
hay diferentes valores de enerǵıa potencial y se produce el salto o brecha de enerǵıa. El
caso fotónico es análogo al caso electrónico, ya que las ondas electromagnéticas transportan
enerǵıa almacenada en sus campos eléctricos y magnéticos y también la guardan en sitios
diferentes, siendo proporcional cada uno de estos sitios al seno y al coseno. Aśı, sustituyendo
la densidad de carga por densidad de enerǵıa electromagnética también se da este salto o
brecha fotónica[2].
Para cuantificar en un cristal fotónico esta apreciación cualitativa, se hace uso de Uf , que

















∣∣∣−→E (−→r )∣∣∣2 , (1)
8 1 Caṕıtulo uno: Marco teórico
Figura 1-2: Modos normales de vibración en una cuerda fija por los dos extremos. a) Modo
fundamental. b) Primer armónico. c) Segundo armónico. Elaborada con los
programas Paint y Scientific workplace
siendo ε(−→r ) la constante dieléctrica dependiente de la posición,
−→
∇ el operador diferencial
nabla, −→r el vector posición y
−→
E (−→r ) el campo eléctrico de la onda electromagnética. En
la ecuación (1), la integral del numerador cuantifica las oscilaciones espaciales del campo
eléctrico de la onda electromagnética y el denominador representa la magnitud de la cons-
tante dieléctrica[1, 3, 10].
Las ondas electromagnéticas minimizan este variacional, por lo tanto una onda guarda su
enerǵıa en sitios de alta constante dieléctrica (maximizando el denominador) y reduce el
número de oscilaciones espaciales (minimizando el numerador), y se mantiene ortogonal con
modos de menor frecuencia[4, 9, 11].
Para entender los modos electromagnéticos, se revisa el concepto de modos normales de
vibración de las ondas mecánicas. Las figuras 1-2 muestran una cuerda con extremos fijos en
los puntos 0 y L, la cual se puede interpretar como formada por infinitos osciladores y en la
que se generan varios modos normales de vibración; la superposición de estos modos genera
cualquier forma de vibración de la cuerda, o lo que es equivalente, la función de onda en la
cuerda es una combinación lineal de los modos normales[8, 11]. Los modos son ortogonales
debido a que cumplen con la definición de ortogonalidad dada por la siguiente integral, donde
f y g representan funciones que describen los modos normales y, para mayor sencillez, la
integral es en una dimensión:
∫ L
0
f(x)g(x)dx = 0, f(x) 6= g(x)[9].
Interpretando esta integral, la parte del intervalo de interés en que es negativa, se compensa
con la parte del intervalo en que la integral es positiva, esto es, la integral en todo el intervalo
se anula[1]. Los modos en una cuerda están caracterizados por su parte espacial (forma) y
por su frecuencia[8]. De ésta misma manera, cualquier forma de vibración de la onda electro-
magnética incidente se puede entender como una superposición de modos electromagnéticos
caracterizados por su frecuencia y por su vector de onda[1, 8].
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Figura 1-3: Clasificación de cristales fotónicos de acuerdo a la variación de la constan-
te dieléctrica. Diferente color indica diferente constante dieléctrica. a) cristal
fotónico unidimensional. b) cristal fotónico bidimensional. c) cristal fotónico
tridimensional. Elaborada con el programa Paint.
1.2. Clasificación de los cristales fotónicos
Si bien los componentes de un cristal fotónico son tridimensionales, estos cristales se clasifican
según la dirección o direcciones en la cual la constante dieléctrica es periódica[1, 5, 6]. De




1.2.1. Cristales fotónicos unidimensionales
Un cristal fotónico unidimensional es aquel en el cual la función dieléctrica es periódica en
una sola dimensión, por lo tanto un haz incidente sólo va a ”sentir”los efectos fotónicos si su
vector de onda tiene una componente en la dirección x, la cual se asume que es la dirección
en que la constante dieléctrica es periódica[1]. Si la onda electromagnética incidente tiene
un vector de onda con componentes únicamente en la dirección y o en la dirección z, el
resultado de la interacción dependerá de las propiedades ópticas de un sólo material, sin
efectos fotónicos [1, 5, 8].
Cabe recordar que en un cristal unidimensional se abre una brecha fotónica cuando el cociente
entre las constantes dieléctricas es diferente de 1[1].
Si se considera una luz con un vector de onda que tenga una única componente paralela al
eje de periodicidad del cristal (en este caso el vector de onda vendŕıa a ser kx), las curvas
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TE y TM (transversal eléctrico en que el campo eléctrico está en el plano de periodicidad y
transversal magnético en que el campo magnético está en el plano de periodicidad) para el
cristal son degeneradas, es decir, el cristal no distingue entre el campo magnético en el eje y
y el campo eléctrico en el eje z, o al revés, ya que los campos eléctricos y magnéticos yacen
completamente en el plano xy, donde es homogéneo el cristal fotónico, y están relacionados
por una simple rotación de coordenadas[1]. Queda esto más claro observando las figuras
1-41-5 y recordando que si la onda electromagnética se propaga en el eje x, los campos
eléctricos y magnéticos son perpendiculares a esta dirección (deben oscilar en los ejes y y z)
y deben ser perpendiculares entre śı ( por ejemplo, deben encontrarse uno en y y el otro en
z, no ambos en y o ambos en z)[1, 3, 8, 10].
En este punto es importante profundizar sobre el significado de las polarizaciones TE y TM.
Se puede escribir los campos eléctricos y magnéticos de la siguiente forma:
E = Exx + Eyy + Ezz
B = Bxx +Byy +Bzz
Insertando las ecuaciones anteriores en las dos ecuaciones de Maxwell que involucran los

































Con estas ecuaciones sólamente falta encontrar las componentes Ez y Bz, y diferenciando
éstas se obtienen las demás componentes. Insertando las últimas cuatro ecuaciones en las
ecuaciones de Maxwell que involucran la divergencia de los campos eléctricos y magnéticos














+ (ω/c)2 − k2) ∗Bz = 0
Si Ez = 0, se tiene un modo TE (transversal eléctrico), si Bz = 0 se tiene un modo TM
(transversal magnético).
En la figura 1-4 se muestra la relación de dispersión en que la luz incidente tiene un vector
de onda completamente contenido en la dirección de periodicidad del cristal, y luego se
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Figura 1-4: Curvas de frecuencia de un cristal fotónico unidimensional, degeneradas y no
degeneradas. Donde TM representa la polarización transversal magnética y TE
representa la polarización transversal eléctrica. Reproducida desde[1].
considera éste vector con una componente ky diferente de cero y que hace que el vector de
onda no esté puramente en la dirección de periodicidad del cistal. Al hacer esto, el cristal
puede distinguir entre las polarizaciones TE y TM, por lo que las curvas para cada una de
ellas se separan.
En resúmen, para vectores de onda puramente en la dirección de periodicidad, las polariza-
ciones TE y TM son degeneradas, mientras que al incluir ky la degeneración se rompe[1].
La degeneración de bandas se puede entender analizando las simetŕıas en el cristal que
muestra la figura1-5.
Como muestra la figura 1-5, ρ un vector contenido en el plano yz y x un vector ortogonal
que coincide con el vector de onda de la radiación incidente. Se observa que si se conserva el
eje x como eje de simetŕıa, no importa cual ángulo se rote, el eslabón nunca podrá distinguir
entre campo eléctrico en y y campo magnético en z o al revés, que implica degeneración en
las bandas; hecho garantizado por la simetŕıa de rotación que exhibe el eslabón[1, 3, 10].
Cabe resaltar que si el vector de onda tiene componentes no nulas ky o kz, se rompe la
degeneración, es decir, el cristal puede distinguir entre las polarizaciones TE y TM. Además
no existen bandas fotónicas para los vectores de onda en las direcciones de homogeneidad
del material, ni en un cristal fotónico unidimensional ni en ningún cristal fotónico. Al no
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Figura 1-5: Eslabón de cristal fotónico en el que se observa simetŕıa de rotación en el plano
yz. Elaborada con el programa Paint.
haber bandas fotónicas, el cristal fotónico exhibe las propiedades ópticas de los materiales
que lo forman, mas nó efectos fotónicos[1, 5, 6].
1.2.2. Cristales fotónicos bidimensionales
Un cristal fotónico bidimensional, tal como lo muestra la figura 1-3b, es aquel en el que
la constante dieléctrica es periódica en dos de las tres dimensiones. Si incide una onda
electromagnética en este cristal, se va a encontrar con materiales de diferente constante
dieléctrica en dos direcciones, pero va a encontrarse con sólo un material en la dirección
restante[1].
Para el análisis siguiente, es necesario recordar la definición de las polarizaciones TE y TM
de las ondas electromagnéticas, expuesta en la sección anterior. De la electrodinámica básica
se sabe que los campos eléctrico y magnético son perpendiculares entre śı y perpendiculares
a la dirección de propagación de la onda electromagnética.
La separación TE y TM es importante porque puede haber bandas fotónicas para una po-
larización y no para la otra, y también porque en un cristal fotónico bidimensional siempre
se puede hacer esta separación de polarizaciones, ya que la periodicidad del cristal implica
la existencia de un plano de simetŕıa, al contrario de lo que ocurre en un cristal fotónico
unidimensional, en el que la periodicidad se daba en una ĺınea[1, 5, 6].
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1.2.3. Cristales fotónicos tridimensionales
Un cristal fotónico tridimensional es un cristal que ofrece periodicidad de la constante
dieléctrica en tres dimensiones. Por lo tanto, idealmente, sea cual sea la dirección en que
se le env́ıe la luz, ésta va a ser difractada si su enerǵıa está dentro del “gap” o brecha
prohibida.
1.3. Ecuaciones de Maxwell en la descripción de los
cristales fotónicos
Para el presente trabajo es clave conocer cómo se comportan los campos eléctricos y magnéti-
cos de la onda incidente en materiales, como lo son los cristales fotónicos[1, 3, 10, 12]. Para
esto se usan las ecuaciones de Maxwell, que son las que gobiernan el comportamiento de




La ecuación (i) es la ley de Gauss, siendo ρ la densidad de carga,
−→









E el campo eléctrico,
−→
P la polarización y ε0 la permitividad
del espacio libre). Esta ecuación establece que la densidad de carga eléctrica es fuente de
campo eléctrico, porque su presencia en el vaćıo o en materiales, origina un campo eléctrico[3,
10].
Se hace la siguiente aproximación: se considera que los cristales fotónicos son eléctricamente
neutros; es decir, no hay carga eléctrica neta dentro del material, por tanto la ley de Gauss




Debido a la aproximación que se citó en el párrafo anterior, se otorga la creación de campo
eléctrico únicamente a la variación temporal de campos magnéticos. Adicionalmente, se
asume que el material es lineal, es decir, la nube electrónica de los átomos del cristal no se
deforma apreciablemente al ser aplicado un campo eléctrico externo, como es el campo de la
onda electromagnética incidente[1,3,10]. Si el material no fuera lineal, se generaŕıa un dipolo
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La ecuación (iii) es conocida como la ley de Gauss para el magnetismo, donde
−→
B es el
campo de inducción magnética. Esta ley establece que el flujo de campo magnético es nulo
en una porción del espacio que encierra a la fuente, por tanto cuando se dibujan las lineas
de campo se observa que forman bucles cerrados, lo cual significa que no hay flujo neto de








La ecuación (iv) es la ley de Faraday, que establece que los campos magnéticos variables en
el tiempo son fuente de campo eléctrico[3,10,12]. En esta ecuación,
−→
B es el campo inducción
magnética,
−→
E es el campo eléctrico macroscópico y t el tiempo. Esta ley es aplicable a
las ondas electromagnéticas, ya que en éstas los campos eléctricos y magnéticos vaŕıan,











La ecuación (v) es la ley de Ampere-Maxwell, la cual establece que tanto los campos eléctricos
variables en el tiempo como las corrientes eléctricas
−→
J son fuente de campo magnético[3,10].
Se hace una simplificación importante: no hay ninguna diferencia de potencial en el cristal,
por lo que la corriente eléctrica y por ende la densidad de corriente son cero, entonces el
primer término de la ecuación (v) es cero[1]. Sólo queda el término que involucra la variación








En general, los campos eléctricos y magnéticos son dif́ıciles de describir dentro del cristal ya
que éstos vaŕıan enormemente microscópicamente en el espacio y en el tiempo, por ejemplo
el campo eléctrico en las cercańıas de un electrón puede ser enorme en un instante dado,
pero en un instante posterior el electrón puede alejarse, cambiando aśı completamente el
campo eléctrico en ese punto del material[3]. Ahora, debido a la linealidad de las ecuacio-
nes de Maxwell se puede abordar el problema expresando los modos eléctricos y magnéticos
promediados como una parte de dependencia espacial multiplicada por una parte de depen-
dencia temporal, de forma análoga a lo que se hace con la función de onda en mecánica
cuántica[1,2,9]. Esto se puede hacer con la técnica de separación de variables[9]. Los modos
se leen entonces,
H(r, t) = H(−→r ) exp(−iωt), (2)
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E(r, t) = E(−→r ) exp(−iωt). (3)
Utilizando las ecuaciones de Maxwell para materiales se puede encontrar una ecuación de va-












H (−→r ), (4)
la ecuación (4) es conocida como ecuación maestra, ya que describe teóricamente lo que
sucede f́ısicamente dentro del cristal. Esta ecuación es de gran importancia para el presente
trabajo porque se resolverá para los casos de interés, y ella no sólamente se aplica al caso
fotónico, sino también a un medio material en el que se puedan hacer las aproximaciones
mencionadas anteriormente[13,14].





















usando las ecuaciones (2) y (3) y derivando se obtiene:


















E (−→r )− iωµ0
−→
H (−→r ) = 0. (10)
de igual manera usando las ecuaciones (6) y (8), se obtiene
∇×
−→
H (−→r ) + iωε(r)ε0
−→
E (−→r ) = 0, (11)





H (−→r )) + iωε0
−→
E (−→r ) = 0, (12)











H (−→r ), (13)
que es la ecuación maestra.
Esta ecuación es al mismo tiempo una ecuación diferencial y una ecuación de valores pro-
pios[1]. Para hacerla ver de una manera más sugestiva se puede escribir como
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Θ̂
−→




H (−→r ), (14)
donde Θ̂ = ∇× ( 1
ε(−→r )∇×).
Los campos eléctricos y magnéticos dentro y fuera del material se relacionan de la siguiente
manera
−→




B = µ(−→r )µ0
−→
H. (16)
En la ecuación (15), siendo el cristal un material lineal[3], se puede obtener recordando la
















siendo χe la susceptibilidad eléctrica del material[12]. Se puede escribir una ecuación en
forma equivalente para la ecuación (16)
Para muchos materiales, µ(−→r ) es muy cercano a la unidad[1, 2, 13], por lo tanto se puede





Dicha simplificación es vital para la obtención de la ecuación maestra, ya que sin ésta el
campo magnético dependeŕıa de la posición y se obtendŕıa una ecuación de valores propios
generalizada[1].
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Es importante en el presente trabajo que el operador Θ̂ = (∇× ( 1
ε(r)
∇×)) sea hermı́tico, ya
que esto garantiza que los valores propios obtenidos por la ecuación maestra, sean números
reales, lo cual debe ser aśı para obtener valores f́ısicamente coherentes[1, 9]. Para demostrar
que el operador de la ecuación maestra es hermı́tico, se procede de la siguiente manera:
Sean dos modos distintos I y L los que se usan para obtener una expresión vectorial útil, y
F y G los modos a los que se le va a aplicar esta expresión. Evaluando el producto interno
(F, Θ̂G) =
∫
d3rF ∗ · ∇ × (1
ε
∇×G), (19)
Utilizando la identidad vectorial[10,15]
∇ · (I × L) = (∇× I) · L− I · (∇× L),
e integrando
∫
∇ · (I × L)d3r +
∫
I · (∇× L)d3r =
∫
(∇× I) · Ld3r. (20)
Aprovechando el teorema de la divergencia, se encuentra∫
(I × L) · dA+
∫
I · (∇× L)d3r =
∫
(∇× I) · Ld3r .
El primer término se cancela puesto que a grandes distancias los campos decaen a cero[1,10,
16,17]
∫
I · (∇× L)d3r =
∫
(∇× I) · Ld3r. (21)
Ahora que ya se encontró una expresión vectorial para el operador, y retomando el problema
planteado por la ecuación (19) se lo aborda identificando el vector L con el vector (1
ε
∇×G)
e I = F ,
I = F,





















y aprovechando nuevamente la identidad vectorial que se encontró, ecuación (21)∫
I · (∇× L)d3r =
∫
(∇× I) · Ld3r,
e identificando en esta ecuación I = ∇× F ,
y ∇×L = ∇×G, escribiendo nuevamente el lado derecho de la ecuación (22) y la ecuación
(21) se obtiene
∫




(∇× (∇× F ))∗ · (1
ε
G)d3r = (Θ̂F,G). (23)
QED
1.4. Método de ondas planas para resolver bandas
fotónicas
Como se mencionó en la introducción, el método que utiliza el programa MPB es la expansión
en ondas planas[4]. Este método se basa en la idea del análisis de Fourier, en que toda función
(como lo es el campo magnético) periódica o nó, se puede analizar en una serie de senos y
cosenos[2, 18, 19]. El programa utiliza una técnica computacional para resolver la ecuación
maestra (4) por medio de la formulación de un problema de valores propios que es soluble sólo
por métodos numéricos. El programa trabaja en el dominio de la frecuencia, es decir, no indica
la evolución temporal de las ondas electromagnéticas sino indica las frecuencias permitidas
y las que no, siendo el interés primordial del trabajo encontrar estas frecuencias[20].
Las ondas planas son las candidatas idóneas para ser las funciones propias de la ecua-
ción maestra, ya que al derivarlas se obtiene la misma función multiplicada por un escalar.
Además, al poner la fuente de ondas electromagnéticas lo suficientemente lejos del cristal
que se está analizando, es seguro que las ondas electromagnéticas (ondas esféricas) se puedan
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aproximar por ondas planas, haciendo que el radio que va desde la fuente al punto en donde
está el cristal fotónico tienda a infinito, por lo tanto el frente de onda es plano.
Inicialmente el programa MPB expande en series de Fourier las funciones periódicas que
definen a la función dieléctrica en el cristal y al campo magnético, estas expansiones se
introducen en la ecuación maestra (ec 4) para obtener una ecuación de valores propios[19].
A partir de la solución de ésta ecuación se pueden obtener tanto las frecuencias propias del
sistema (o estructura de bandas) como las funciones propias del sistema. Después de este
esfuerzo del programa MPB, lo que se llega a conocer son las frecuencias de las ondas que
pueden propagarse por el cristal y las que no, también las funciones propias se refieren a los
campos magnéticos permitidos[13].
El método de expansión en ondas planas históricamente fue el primer método de cálculo
que predijo en forma adecuada la existencia de brechas fotónicas para los campos electro-
magnéticos vectoriales en un cristal fotónico tridimensional[1]. El método es comúnmente
aplicado a estructuras infinitas en las que la alternancia de constante dieléctrica continúa in-
definidamente, aunque ha sido demostrado que también puede utilizarse para estudiar modos
confinados (de superficie) en cristales finitos[13, 21,22].
Como ya se dijo anteriormente, las funciones periódicas pueden ser descritas por medio de




∈ (G) exp(iGx), (24)
siendo ésta ∈ (x) la función dieléctrica de un cristal fotónico unidimensional con periodicidad
en el eje x, cambiando aśı del espacio real al espacio de los vectores de onda k o espacio de
Fourier[2]. ~G es un vector de la red rećıproca del cristal fotónico, cuya forma es ~G = 2πn/a
donde n es un número entero y a es la constante de red.
De forma similar y considerando que el campo magnético oscila en la dirección y, ya que
es perpendicular a la dirección de propagación x, el campo magnético se puede expresar
utilizando el teorema de Bloch[2, 18]
Hy(x) = H0(x) exp(ikx), (25)
donde H0 es una amplitud periódica dependiente de la posición, que verifica H0(x) = H0(x+
a), siendo a la constante de red. Esta amplitud periódica puede expandirse en series de Fourier












‘) exp(i(k +G‘)x). (27)











H (−→r ), (28)
se toma el rotacional de
−→
H (−→r ) î ĵ k̂∂∂x ∂∂y ∂∂z
0 Hy 0
 = −∂Hy∂z î+ ∂Hy∂x k̂
observando la expresión en series de Fourier del campo magnético (ec 27), se aprecia que
esta no depende de z por lo cual la derivada del campo magnético con respecto a z es cero






H0(Ǵ)(k + Ǵ)i exp(i(k + Ǵ)x). (29)







H0(Ǵ)i(k + Ǵ) exp(i(k + Ǵ−G)x)k̂, (30)
llamándole a esta expresión C para simplificar, y tomando nuevamente el rotacional
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2(k + Ǵ)(k + Ǵ−G) exp(i(k + Ǵ−G)x)), (31)
lo cual es coherente pues se supuso anteriormente que el campo magnético oscilaba en la direc-






























la ecuación (33) es la ecuación que resuelve numéricamente el programa MPB usado en el
caṕıtulo dos para calcular bandas fotónicas.
Para concluir, en éste caṕıtulo se hizo un recuento de las principales caracteŕısticas de los
cristales fotónicos, su clasificación y se describió conceptualmente el comportamiento de las
ondas electromagnéticas en los cristales fotónicos; se hizo con el fin de contextualizar los
parámetros y concepciones usados en el estudios de los cinco cristales que se analizan en el
siguiente capitulo. Ahora se expondrán los resultados del trabajo.
2 Caṕıtulo dos: Análisis y resultados
En el presente caṕıtulo, se mostrarán los resultados obtenidos al analizar computacional-
mente los cristales fotónicos mencionados anteriormente. A saber, cristal con un eslabón de
diferente ancho que el otro y con diferente constante dieléctrica, cristal con tres eslabones
cada uno con igual ancho y con diferente constante dieléctrica, cristal cuya función dieléctri-
ca vaŕıa linealmente, cristal cuya constante dieléctrica vaŕıa sinusoidalmente y finalmente se
analizará el cristal diente de sierra. Se presentarán estos cristales con sus correspondientes
relaciónes de dispersión provistas por el programa MPB[4][1].
Al ser obtenidas las relaciones de dispersión de cada cristal, se mostrarán estas en unidades
adimensionales ωa/(2πc) y también en función de la longitud de onda λ. Cuando se muestran
las gráficas en función de la longitud de onda, se asume para todos los cristales considerados,
una constante de red de 633 nm.
Los análisis y resultados se obtienen a partir del trabajo con MPB, porque usa el método
de expansión en ondas planas en el dominio de la frecuencia y se basa en la idea de que los
campos de la onda electromagnética incidente se pueden expresar como combinación lineal
de infinitos modos normales de vibración[8,20]. Adicionalmente, en MPB las ondas planas se
expresan a través de funciones periódicas como la suma de senos y cosenos o equivalentemente
como una suma de exponenciales complejas como lo planteó Joseph Fourier[4, 19].
El campo magnético y el eléctrico considerados para resolver el presente problema, son
macroscópicos. Es decir, son los campos promediados en cierto volúmen ya que los campos
a escala microscópica son imposibles de calcular porque por ejemplo, en un instante dado
cerca de un electrón el campo puede ser grand́ısimo, y después al alejarse éste, cambiar
drásticamente[3, 10].
Las ventajas que ofrece MPB al expandir el campo magnético de la onda incidente en ondas
planas radican, por un lado, en que se obtiene una Transformada Discreta de Fourier (DFT
por su nombre en inglés) que puede ser evaluada por muchos paquetes computacionales, y





B = 0. [4].
La Transformada Discreta de Fourier (ecuación 34) es equivalente a la conocida tranformada
cont́ınua de Fourier. Sin embargo, MPB hace uso de la Transformada Discreta porque ésta
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implica una secuencia finita de expresiones, de acuerdo con la capacidad finita del compu-
tador[13, 14]. Por esta razón y por la dada en el párrafo anterior es que el programa MPB
utiliza ésta herramienta. Al analizar los modos en el dominio de la frecuencia, se tiene varias
ventajas, como por ejemplo es mas fácil observar modos que tienen frecuencias cercanas y
distinguir entre ellos, lo que es más dif́ıcil en el dominio del tiempo donde se obtienen picos
en que no se puede diferenciar bien entre frecuencias parecidas[4, 13].




f [k] e−iωkt. (34)
A continuación se expone la Transformada de Fourier para la función que describe el campo












Al ser finita la capacidad del computador, éste trunca la expansión según la precisión que
se desee, siendo aśı la expansión una base incompleta para el campo magnético incidente
puesto que es posible que no se logre la descripción total de la onda[13, 14]. Cuántos más
términos se tomen en la expansión, más precisa será dicha descripción. Lo que caracteriza
a la parte espacial de los modos es su vector de onda, que es en definitiva lo que se ve en
las gráficas obtenidas en ésta tesis como la frecuencia de los modos dependiente de su vector
de onda[8, 11]. Dos modos con la misma frecuencia (y por lo tanto la misma enerǵıa) se
dice que son modos degenerados[9]. Y si un número n de osciladores están presentes en el
sistema, entonces hay n modos normales de vibración y usando estos modos normales se
puede describir cualquier forma de vibración del sistema, por complicada que sea, lo cual es
implementado por el programa MPB para calcular las relaciones de dispersión[4, 8].
En la ecuación (35), los vectores
−→
G son los vectores de la red rećıproca del cristal [4],
obteniéndose del producto punto indicado, el componente del vector de onda en la única
dirección de propagación[8]. Estas ondas electromagnéticas son esféricas, pero aśı como están
sugeridas en la ecuación, al estar alejados de la fuente se pueden aproximar a ondas planas,
y por lo tanto verifican que tienen una única dirección de propagación y además, llamándole
z a dicha dirección, los campos eléctricos y magnéticos oscilantes no dependen de x y y, sino
que dependen exclusivamente de la dirección de propagación (z) y del tiempo[3,8].
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Como análisis preliminar, se puede decir que las redes de Bravais de los cristales fotónicos
estudiados al igual que los cristales tradicionales, son de igual dimensión a las redes rećıprocas
de éstos, ya que las redes reales y rećıprocas estan relacionadas por una transformada de
Fourier, y ésta transformada no cambia la dimensionalidad de las redes. Es decir, si la red
de Bravais de un cristal es unidimensional, su red rećıproca también lo es.
Por más que ahora en los cristales fotónicos a estudiar, la red real haya cambiado a referirse a
la posición del conjunto mı́nimo de medios de diferentes constantes dieléctricas que represen-
tan todas estas constantes existentes, en vez de a la posición de los átomos o moléculas como
en un cristal tradicional, la red rećıproca de los cristales fotónicos hallada de una manera
equivalente a la de los cristales tradicionales, sigue reteniendo su importancia para predecir
las propiedades de estos cristales, siendo de interés en el presente caso, cuáles rayos de luz
van a ser difractados y cuáles no. Es decir, se sigue cumpliendo que cualquier propiedad que
se verifique en la primera zona de Brillouin de la red rećıproca de estos cristales, se verifica
en todo el cristal[2].
2.1. Cristal con dos eslabones con diferente constante
dieléctrica y diferente ancho
Figura 2-1: Sistema infinito de cristal con diferente ancho y diferente constante dieléctri-
ca en el que el color indica variación de constante dieléctrica y los intervalos
numéricos están dados en términos de la longitud adimensional 1 de la constante
de red. Elaborada con el programa Paint.
Se comienza el análisis de los cristales del presente trabajo, con el cristal monodimensional
en el cual un eslabón tiene diferente ancho y diferente constante que el otro, como muestra
la figura 2-1. Al elaborar las gráficas de la longitud de onda versus vector de onda, se asume
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Figura 2-2: Relación de dispersión fotónica para el cristal con un eslabón de diferente ancho
que el otro. Elaborada con los programas MPB y Python.
que el tamaño de la celda de todos los cristales es 633 nm dándole aśı las unidades que la
información obtenida de MPB dejaba al investigador. Ahora, para éste cristal el ancho del
eslabón pequeño es igual a 120 nm y el ancho del eslabón grande 513 nm. El tamaño de
la constante de red en la figura 2-1, está dado en unidades adimensionales de 1, y luego al
obtenerse la relación de dispersión fotónica en función de λ, śı se la dan unidades al fijar el
valor de 633 nm para la constante de red.
En éste cristal, los medios tienen constante dieléctrica ε1 = 2,41 y ε2 = 1, siendo ésta última
la constante dieléctrica del eslabón pequeño y la primera la constante del eslabón grande.
En la figura 2-2, se muestra la relación de dispersión para éste cristal en unidades adimen-
sionales, obtenida mediante el uso del programa MPB.
Observando la figura 2-2, se puede ver que hay brechas a aproximádamente intervalos de
frecuencia constantes de 0.6 unidades.
A pesar de que hay uniformidad en la presencia de las brechas para este cristal, la más
importante es la brecha mostrada en la figura 2-3 que se encuentra aproximádamente de los
580nm a 650nm correspondiente a las bajas frecuencias mostradas en la figura 2-2.
Se observa uniformidad en la presencia de dichas brechas. Se observa que en los ejemplos
de cristales fotónicos con un conjunto finito de eslabones en su celda, hay una simetŕıa
en el intervalo de aparición de brechas, es decir, aparecen a intervalos aproximádamente
iguales. En estos sistemas de finitos medios con diferente constante dieléctrica, se observa
que prácticamente la misma configuración de bandas se repite simétricamente.
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Figura 2-3: Relación de dispersión fotónica para el cristal con un eslabón de diferente ancho
que el otro en función de λ. Elaborada con los programas MPB y Python.
2.2. Cristal con tres eslabones de igual ancho y diferentes
constantes dieléctricas
Figura 2-4: Sistema infinito de cristal con tres constantes dieléctricas diferentes e iguales
anchos. El color hace alusión a una constante dieléctrica en particular. Elabo-
rada con el programa Paint.
Se continúa el análisis de los cristales fotónicos, con el cristal que está formado por tres
eslabones todos de diferente constante dieléctrica, como muestra la figura 2-4. En éste cristal,
cada eslabón es de 211 nm, sus constantes dieléctricas son 1,56, 1 y 2,40.
Este cristal, comparado con el anterior, tiene una estructura de bandas bastante parecida.
Tienen ambos sus brechas más importantes ubicadas en el rango de lo visible desde los 580
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Figura 2-5: Relación de dispersión fotónica para cristal con tres eslabones de igual ancho y
diferente constante dieléctrica. Elaborada con los programas MPB y Python.
nm hasta aproximádamente los 650 nm, aunque se nota para este cristal un descenso del
intervalo de longitudes de onda en la posición del gap mas grande. Para frecuencias altas, las
bandas tienden a apilarse. También este cristal ofrece simetŕıa en la aparición de sus brechas
fotónicas, tal como lo exhib́ıa el cristal con dos eslabones.
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Figura 2-6: Relación de dispersión fotónica para cristal con tres eslabones de igual ancho
y diferente constante dieléctrica, expresada en función de λ. Elaborada con los
programas MPB y Python.
2.3. Cristal con función dieléctrica lineal
Figura 2-7: Sistema infinito de cristal cuya constante dieléctrica vaŕıa linealmente. Elabo-
rada con el programa Paint
Este cristal se diferencia de los otros estudiados previamente, en que él puede ser visto como
compuesto de infinitos cristales infinitamente delgados cada uno con diferente constante
dieléctrica, en su red de Bravais. Esto es debido a que su constante dieléctrica, responde a
la ecuación de una recta. Ésta función para el ı́ndice de refracción es: n = 0,55x + 1 donde
x va variando en la celda unitaria. Como muestra la figura 2-7, el ı́ndice de refracción más
pequeño es 0,725 y el más grande es 1,55.
El cristal lineal presenta uniformidad también en sus brechas fotónicas pero con una notoria
diferencia: ahora los gaps se han corrido hacia frecuencias mayores, o sea longitudes de onda
menores.
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En el cristal presente, se observa una mayor concavidad en la relación de dispersión, atri-
buyéndose esto a la mayor variación de la velocidad de la luz dentro del cristal, ya que ahora
la luz debe enfrentarse con muchos medios donde su velocidad vaŕıa en cada uno. Estŕıcta-
mente hablando, la velocidad de la onda incidente se mantiene constante a través del cristal,
pero debido a que ésta onda excita a los electrones del cristal entonces los electrones según
predice la electrodinámica clásica, emiten radiación electromagnética con la misma frecuen-
cia que la onda incidente pero con diferente fase, siendo el efecto total uno de retraso o de
inferior velocidad.
Figura 2-8: Relación de dispersión fotónica para el cristal cuya función dieléctrica vaŕıa
linealmente, expresada en unidades adimensionales. Elaborada con los progra-
mas MPB y Python.
Figura 2-9: Relación de dispersión fotónica para el cristal cuya función vaŕıa linealmente,
expresada en unidades de longitud de onda (nm). Elaborada con los programas
MPB y Python.
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2.4. Cristal con función dieléctrica cosenoidal
La función dieléctrica del cristal cosenoidal responde a la función de un coseno, ejecutándose
un ciclo completo de la función en la red real, pero agregándole a la función una constante
con el objetivo de asegurar que la constante dieléctrica aśı obtenida fuera siempre positiva.
La función que da cuenta del ı́ndice de refracción para este cristal es: 0,275 cos(2πx) + 1,275,
donde se observa que el ı́ndice de refracción menor es 1 y el mayor es 1,55. El peŕıodo de la
función coseno utilizada es 1, pues se está considerando la constante de red como 1 cuando
se analiza la variación de la constante dieléctrica.
Figura 2-10: Sistema infinito de cristal cuya función dieléctrica vaŕıa cosenoidalmente. Ela-
borada con el programa Paint.
Figura 2-11: Relación de dispersión fotónica para el cristal cuya constante dieléctrica vaŕıa
cosenoidalmente, mostrada en unidades adimensionales. Elaborada con los
programas MPB y Python.
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Ahora se pasa a mostrar la relación de dispersión del cristal pero en función de λ
Figura 2-12: Relación de dispersión fotónica para un cristal cuya constante dieléctrica vaŕıa
cosenoidalmente, mostrada en función de la longitud de onda λ. Elaborada
con los programas MPB y Python.
Figura 2-13: Relación de dispersión fotónica para un cristal con función cosenoidal con
doble de peŕıodo.
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2.5. Cristal diente de sierra
Para ilustrar cómo es la función dieléctrica de este cristal bidimensional, ésta se expone en
la figura 2-14. Como se puede observar en la figura 2-14, la red de Bravais de éste cristal
es una red cuadrada, con red rećıproca también cuadrada. Los puntos de alta simetŕıa son
Γ, X y M en la zona irreducible de Brillouin de la red rećıproca del cristal.
Figura 2-14: Función dieléctrica del cristal diente de sierra. Elaborada con el programa
MPB.
Observando la relación de dispersión mostrada en la figura 2-15, se observa en el punto de
simetŕıa M un gran aumento de la frecuencia para los vectores de onda correspondientes a
ese punto. También observando las figuras 2-16 y la figura 2-17 que no hay gap para la
polarización TE mientras que śı lo hay para la polarización TM. No hay gaps ni TE ni TM
para frecuencias bajas, pero los primeros gaps TM se encuentran en posiciones parecidas a
las de los cristales monodimensionales.
En el cristal fotónico diente de sierra se hace barrer los vectores de onda en la zona irreducible
de Brillouin siendo los puntos escogidos, Γ, X,M y Γ. Se ha observado que una red cuadrada
reproduce adecuadamente la función dieléctrica que se requiere
Figura 2-15: Relación de dispersión del cristal diente de sierra. Elaborada con los programas
MPB y Python.
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Figura 2-16: Relación de dispersión fotónica mostrando bandas para polarización TM. Ela-
borada con los programas MPB y Python.
Figura 2-17: Relación de dispersión fotónica mostrando bandas para polarización TE. Ela-
borada con los programas MPB y Python.
3 CONCLUSIONES
Se observa en el trabajo que todos los cristales monodimensionales presentan su brecha más
grande aproximádamente entre los 580 nm y los 650 nm. También al hacer incidir a la
radiación electromagnética sobre un cristal con cada vez más medios con diferente constante
dieléctrica, la brecha desciende en el intervalo de longitud de onda donde se presenta, es decir,
cada vez que se hace esto la brecha es para ondas de mayor frecuencia. Se puede pensar al
cristal con constante dieléctrica lineal y al cosenoidal como formados por infinitos cristales
infinitamente delgados cada uno con una constante dieléctrica diferente, siendo aśı mayor la
cantidad de medios con diferente constante dieléctrica a los que se hace incidir la radiación
electromagnética. Sólamente al agregarle al primer cristal con dos eslabones, un sólo eslabón,
ya se ve una variación en la posición de la brecha fotónica.
Adicionalmente, se nota que las posiciones de las brechas fotónicas dependen del peŕıodo que
tenga la función dieléctrica en la red. Esto aparece en la gráfica de la función coseno en la que
haciendo que el peŕıodo de la función dieléctrica crezca al doble sin aumentar la constante de
red, los gaps cambian todos de posición en una forma no lineal. Ésto se puede razonar de la
siguiente forma: si el peŕıodo crece al doble, entonces la radiación incidente demora el doble
en ”ver”por segunda vez la misma constante dieléctrica, por lo tanto se podŕıa pensar que
hay un eslabón entre los dos medios con constante dieléctrica igual, entonces este eslabón se
hace el doble de ancho de lo que era antes de doblarse el peŕıodo.
Esto se puede entender pensando en el ejemplo de eslabón que se propońıa en el párrafo
anterior. Como la onda incidente experimenta dos veces cada peŕıodo el mismo medio con
la misma constante dieléctrica, entonces al hacerse el doble el peŕıodo las distancias entre
constantes iguales también cambia, pero el cambio no es lineal por lo que no es de esperar
que las brechas fotónicas cambien śımplemente multiplicando a las antiguas por un factor
apropiado, después de cambiar el peŕıodo del coseno.
Se observa también que al incrementarse la frecuencia, las bandas tienden a apilarse en todos
los cristales fotónicos unidimensionales estudiados, siendo también aśı en el caso bidimen-
sional del cristal diente de sierra.
Es notorio también que en los cristales con función dieléctrica cosenoidal y lineal, hay una
variación mucho mas fuerte de la longitud de onda para ondas electromagnéticas de baja
enerǵıa.
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También es de recalcar que se observa una concordancia en la generalidad de los gaps vistos
en los cristales estudiados. Si bien estos gaps dependen del peŕıodo de la función dieléctrica,
los gaps no vaŕıan de una forma que sea incoherente con la diferencia de constante dieléctrica
mayor y menor, que es igual para todos.
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